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In een biochemisch laboratorium worden dagelijks series 
gehaltebepalingen verricht van verschillende stoffen in het 
bloed van pati~nten. Een serie bestaat vaak uit 30 tot 50 waar-
nemingen. Bij elke stof wordt een grenswaarde aangenomen, waar-
boven het gehalte als abnormaal hoog beschouwd wordt. (Voor som-
mige stoffen zijn juist de lage waarden abnormaal, eenvoudig-
heidshalve zullen we steeds denken aan hoge abnormale waarden.) 
Een dergelijke extreme waarde wordt dan als gevolg van een ziekte 
gezien. Hierbij meet het volgende goed uit elkaar gehouden war-
den: Het gehalte van de desbetreffende stof zal over de groep 
van gezonden zowel als over de groep van zieken een waarschijn-
lijkheidsverdeling bezitten, waarvan redelijkerwijs veronder-
steld mag worden dat ze over elkaar vallen, dus b.v. als in fi-




gehalte van de stof 
fig. 1 Waarschijnlijkheidsdichtheden der gehalten van een stof 
bij gezonden en bij zieken. 
Over de groep van alle mensen (eventueel alle mensen die 
in de loop van zekere tijd in het ziekenhuis onderzocht worden) 
zal het gehalte van de stof een uit deze twee verdelingen samen-
gestelde waarschijnlijkheidsverdeling bezitten, welke in fig. 1, 
afgezien van de schaal in verticale richting, door de stippel-
lijn is voorgesteld. Nu wordt min of meer willekeurig een schei-
dingspunt aangebracht (b.v. op ervaringsgronden: boven dit schei-
dingspunt is een ~ens meestal ziek, er beneden gezond). De gehal-
ten beneden dit punt w6rden als normaal en de gehalten boven dit 
punt warden als abnormaal beschouwd. In het volgende zullen de 
termen normaal 1 ) en abnormaal steeds gebruiktworden voor gehal-
1) Men dient in dit rapport de term normaal (normale waarnemin-
gen), welke een medisch waarde-oordeel inhoudt wel te ondei··· 
scheiden van de term normaal in statistische zin, die steeds 
betrekking heeft op de normale waarschijnlijkheidsverdtling 
of de verdeling van Gauss. 
.. 
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ten boven of beneden het scheidingspunt, terwijl de waarden 
gezond en~ op het bij fig. 1 besproken geval betrekking 
zullen hebben en dus zullen corresponderen met een betrouwbaar 
ander criterium over de gezondheidstoestand van de proefperso-
nen. 
Wordt van de waarnemingen voor een stof over een lange 
tijd (b.v. een jaar) een grafiek vervaardigd, dan blijkt men 
bij de normale waarden van deze waarnemingen vaak goed een nor-
male verdeling te kunnen aanpassen. De grafiek bezit echter 
aande kant van de abnormale waarden vaak een te dikke staart 
in vergelijking met de normale verdelingskromme (zie b,v, fig. 
8a, Na gehal te in serum., daarentegen gee ft fig. 4a, Ca gehal te in 
serum, een ander beeld). 
De vragen! die naar aanleiding van bovenbeschreven waar-
nemingen naar voren kwamen kunnen nu als volgt warden samcn-
gevat: 
1) Is het mogelijk aan de normale waarnemingen een afge-
knotte normale waarschijnlijkheidsverdeling aan te passen? 
2) Is het mogelijk om op het gemiddelde van de normale 
, , 
waarnemingen voor een stof op een dag een controle op die b~-
palingen te baseren? En is aan te geven hoe groot het aantal 
waarnemingen per dag voor een dergelijke controle zou moeten 
zijn? 
3) Indien we aannemen dat de gehalte-bepalingen van de 
gezonden een normale verdeling bezitten, met de parameters van 
de aan de normale waarnemingen aangepaste afgeknotte normale 
verdeling, is er dan iets te zeggen over de kans dat een gevon-
den waarde van een gezonde of een zieke afkomstig is. 
In paragraaf 2 zal de aanpassing van een normale verdeling 
. 
behandeld warden; paragraaf 3 is gewijd aan de verwachting en 
spreiding van het gemiddelde van een steekproef uit een afge-
knotte normale verdeling, terwijl in paragraaf 4 boven geformu-
leerde vragen weer ter sprake zullen komen. 
Notatie. Een stochastische grootheid (d.i. een grootheid 
met een waarschijnlijkheidsverdeling) zal door een onderstreeptc 
letter warden aangegeven. Voor de verwachting (het theoretisch 
gemid~elde) van een stochastische grootheid ~ wordt het symbool 
t'l{. gebruikt; de spreiding van K wordt door 0 (2!.} of 6~ aange-
geven. Een normale verdeling met gemiddelde g en spreiding 6 
wordt kort aangeduid met N(f.~ 
2. 
a . 
Aanpassing van een afgeknotte normale verdellng. 
Formules van A.HALD; X 2-toets voo1° aanpassing. 
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de ~ 
De bedoeling is dus een schatting te geven voor gemiddel-
en spreiding ~ van de normale verdelingsfunctie uit een 
steekproef !5, ,············, ?s.n 3 afkomstic; uit s1echts een deel van deze 
verdeling. 
We onderstellen dat het afknottingspunt t 0 is (rechtsziJ-· 
dig, zie fig. 2 J ui t de fonnules b·1 j recl1t s zi jdige afknott ing 
volgen die voor linksziJdige eenvoudig). 
fig. 2 RechtsziJdig afgeknotte normale verdeling. 
We noemen: 









[ 1) en [2L afgeleide De door A.HALD, meest aannemeliJke sch:Jt--
" A tingen (Engels: maximum likelihood estimates) ~ en 6 voor t 
en o warden nu als volgt gevonden: 
Bereken: 
waarmee; ult door· HALD gegeven tabellen, de waarden van bepaalcJe 
functies 
DEF ~ = fet) 








een schatting 1s voor het genormaliseerde afknottlngspunt 
~ = to - t 
u 
Bij linkszijdige afknotting warden de schattingen: 
/1. :[_ XI· g - t') - L re~) 
en /1. 
- 2 .1 
De schatting voor ~ wordt in die geval: 
A. 
f= s = z 
Als asympt~tische waarden voor de varianties (spreidings-
kwadraten) van~ en~ (namelijk alsn J de steekproefgrootte, 
onbegrensd zou stijgen) vindt HALD: 
2 A G'2 (5,(§) - ~ )Au(~) 
en 
waarin r11( ~) en~il~) eveneens door HALD getabelleerde func-
ties zijn. Schattingen van deze varianties krijgen we door voor 
~ ~ de onbekende parameters d ens hun gevonden schattingen u er 
€ te substitueren. ~ A 
Exacte uitdrukkingen voor de varianties van~ en 6 bij e e 
steekproefgrootte n zijn ons niet belcend> zodat we met boven·· 
staande schattingen moeten volstaan. 
P.M.GRUNDYJ C 3].i geeft correcties op bovenstaande schatt,_n 
gen voor het geval van gegroepeerde waarnemingen. Hoewel de onr 
ter beschikking staande gegevens 1nderdaad uit gegroepeerde 
waarnemingen bestaan 3 hebben we toch de correcties achterwege 
gelaten 3 in verband met het vele rekenwerk en het ori~nterende 
karakter van dit onderzoek. 
Bij bovenbeschreven berekeningen wordt uitgegaan van de 
hypothese dat de waarnem1ngen afkomstig ziJn uit een afgeknotte 
normale verdeling. Het is mogelijk deze hypothese statist1sch 
te toetsen met de X 2-toets voor aanpassing (zie memorandum 
S 47 (M 6) en S 47 (M 12) welke aan het einde van dit verslag 
bijgevoegd zijn). Als intervallen zijn hierbij de intervallen 
waarin de waarnemingen in de gegevens segroepeerd zijn gebruikt; 
aan de staart, waar het aantal waarnemingen per interval te klein 
wordtJ zijn er steeds een aantal samenBevoegd tot ~~n dat dan 
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ongeveer 7 waarnemingen bevat. Het aantal vrijheidsgraden van 
de "')(. 2 is in ons geval het aantal lntervallen verminderd met 3 
(er zijn nl. 2 parameters uit de waarnemingen geschat). 
Verder dlent nog opgemerld te worden dat deze x .. .2- -toets 
voor aanpassing, vooral 
niet erg onderscheidend 
tussen de werkelijkheid 
dat men een X...2. vindt in 
bij een klein aantal vrijheidsgraden, 
is, d.w.z. bij vrij grove afwijkingen 
en de te toetsen 
de kritieke zone 
met een kleine onbetrouwbaarheid ex. , b:tJ 
toets, nog niet zeer groot. 
b. Resultaten der berekeningen. 
hypothese is de kans 
2 ) correspohderende 
toepassing van de 
De in afdeling a, beschreven berekeningen zijn uitgevoerd 
voor de waarnemingen van een aantal stoffen, Daar ans niet be-
kend was, wat deJ voor de verschillende stoffen gebruikelijke, 
grenswaarden tussen abnormaal en normaal was, hebben we de 
waarnemingen steeds afgeknot nh het interval met het hoogste 
aantal waarnemingen. Dit heeft bovend1en het voordeel, dat wiJ 
alle stoffen eenzelfde statistische bewerking laten ondergaan 
zonder dat wellicht enigszlns arbitraire medische abnormaliteit 
criteria hun invloed op de uitkomsten dor statistisdhe analyb 
doen gelden. Bovendien zijn bij elke stof dezelfde berekeningen 
nog eens uitgevoerd met het afknottingspunt nog f~n interval op-
geschoven om een indruk te krijgen van de invloed hiervan op de 
schattingen. Deze bewerkingen kunnen desgewenst ook uitgevoerd 
worden met een op medische gronden bepaald afknottingspunt. Bij 
enkele stoffen kon alleen een grens opgegeven worden waarboven 
I\ I\ ( of waarbeneden, aangegeven met > of < ) de waarden van ~ en 6 
- -
moeten liggenJ daar 
Bij een deel ven de 
gevoerd, nl. 1n die 
groot genoeg was en 
kend konden worden, 
de tabellen van HALD niet verder reikten, 
' 2 
s toff en is de X -toe ts voor aanpass ing ui t-
geval len waarin het aantal intervallen 
de schattingen voor ~ en d precies bere-
In tabel I zijn de resultaten van een en ander samengevat. 
De letter .J. resp. "i.- achter het afknottingspunt betekent dat alle 
waarnemingen kleiner resp. groter dan het afknottingspunt werden 
weggelaten. 
2 . 
Bij de X --toets moest voor 7 van '.' stoffen de nulhypothest= 
(waarnemingen verdeeld volgens een afgel:notte normale verdeling) 
verworpen worden (onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05), wat biJ een 
weinig onderscheidende toets wellicht verwondering kan wekken. 
Voor we tot een nadere analyse van dit resultaat overgaan, wil-
---------------------
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len we er nog op wijzen dat de maximum likelihood schattingen 
in dit geval niet zodanig behoeven te z1jn dat de aanpass1ngG-
X2min1maal wordt, zoals bij aanpassing van een niet-afgeknotte 
normale verdeling wel het geval zou zijn. 
Voor verschillende stoffen zijn in de figuren Ja t/m 17a 
de frequentiekrommen getekend met het meest rechtse afknottings-
punt (de figuren werden zo getekend, dat het efgeknotte deel 
van de frequentiekromme rechts ligt) en de schatting van het 
.. 
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middelde die hieruit volgt. Bij de figuren 4a, 8a, 9a en 14a 
zlen we dat de kleine overschrijdingskansen geweten moeten wor-
. A 
den aan de onbevredigende schatting ~ van het gemiddelde, 
welke bij deze stoffen zelfs rechts van het afknottingspunt 
kRmen te liggen. De voornaamste oorzaak voor deze waarden van 
! moet gezocht worden in de te dikke staart van het linker-
deel der frequentiekromme. Een bevestiging hiervoor leveren 
berekeningen bij Na en~ (figuur 8a en ga), waarbij een nieuwe 
schatting €' van~ werd bepaald door weglating van de meest 
links gelegen waarneming (bij Na: 200, bij k: 8); door wegla-
ting van deze ene waarneming wordt een veel lagere schatting 
voor ~ gevonden. 
De overige gevallen met kleine overschrijdingskansen, 
figuren 10a, 12a, 1Ja (en ook ga en 14a enigszins) vertonen in 
hun frequentiekromme een 11 deuk 11 welke voor de slechts aanpas-
sing aansprakelijk gesteld moet worden. In hoeverre deze 11 deu-
ken" een retne betekenis bezitten, dan wel een gevolg zijn van 
de waarnemingstechniek (waarnemingsfouten, bij elkaar nemen van 
verschillende groepen pati~nten, enz.) kan door ons niet war-
den beoordeeld. 
Teneinde nog uen iets beter inzicht te verkrijgen zijn d~ 
waargenomen frequenties uitgezet op waarschijnlijkheidspapier, 
waarbij als parameters van de normale v~rdeling de schattingen 
,I\ I\ t en c5 ui t tabel I gebruikt zijn. 
Op de techniek die bij die uitzetten gebruikt is, gaan we 
hier niet in; ze is niet moeilijk, wel bewerkelijk. Bij normale 
verdelingen behoren de uitgezette puntan op een rechte lijn te 
liggen, Vergelijken we nu de gevonden resultaten met het boven 
besprokene dan valt het op dat voor d1e stoffen, waarbij de te 
dikke staart aansprakelijk gesteld moest worden voor de slechte 
schatting van t en de kleine overschrijdingskans, ook de punt~· 
op het waarschijnlijkheidspapier een afwijking van normaliteit 
aanwijzen (figuren 4b, 8b,ll 9b en 14b). De stoffen met "deuken" 
in hun frequentiekromme vertonen daarentegen ieel minder afwij-
kingen van normaliteit volgens het waarschijnlijkheidspapier. 
Ureum dat niet met de X..2 -toets onderzocht kon worden door 
het te kleine aantal intervallen, vertoont volgens het wh-papier 
geen grote afwijkingen van normaliteit. 
Ten slotte merken wij nog op dat bij die stoffen, welke 
geen aanleiding geven tot verwerping van de hypothese van nor-
maliteit het aantal intervallen ook slechts klein is (Ca, ureum, 
fosfaat), zodat het gevaarlijk blijft zonder verder onderzoek 
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normaliteit te veronderstellen, 
Samenvattend komen we tot de conclusie dat het sterke 
aanbeveling verdient voor men bij verdere theorien gebruik 
gaat maken van normaliteit, dit eerst aan nieuw en zo mogelijk 
uitgebreider (d.w.z. meer waarnerningen en meer intervallen) 
materiaal te onderzoeken, Hct grotere aantal intervallen is 
vooral van belang in verband met het kleine onderscheidend 
vermogen van de X 2 -toets bij een laag c.1antal vrijheidsgradcn. 
3, Verwachting en spreiding van het steekproefgemiddelde bij 
een afgeknotte verdeling. 
a. Een afgeknot te bekende normale v0rd,e,ling, 
Zijn van de oorspronkelijke normale verdeling gemiddelde 
~ en spreiding 6 bekend, dan is het niet moeilijk verwach-
ting en spreiding van het gemiddelde van een steekproef 
~,~ ........ >~nuit een deel van deze verde11.ng te bepalen. 
We onderstellen dnt de afknotting rechts van {; 0 plaats 
vindt (zie fig. 2) en noemen 
(:;, ~':, 
t:loEF~o--£ ~ = --~--
De verdelingsfunctie van de afgeknotte normale verdeling is: 




,d (z ) = J-1 . ..e, 2 d., l f' Vm 
-oo 
Voor de verdelingsdichtheid volgt hieruit: 
- ~2 (x - ~ )2 f ) / z 
{ (x = 1 Cs ) d \l2Tf .f!. 1 x < t a 
{ ( x) = o . i:,Ls x > ~ 0 
De verwachting van het steekproefgemiddelde is dan: 
i (¾ )::".,) =[t, = fg'x{w(x ~- fJ;f) + t , 
-oo 
waarin 
De variantie van het steekproefgemiddelde is 
6 2{ ~ r 2$L} = i c/{ 0d = I~ [ t ~2 - (G ?S / J 
__ (1 2 [,- ~ reg) -c re~) /l 
n ~Cf) fC~) -
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Voor een N(o,1) -verdeling ZlJn i~_t~bil II enkele waarclen ViJ'.'l 
J2- 2 - - OE\- I c x en C5 f ~ l gegeven ( we noemcn ~ = 17 L ~ i. ) J nl. voor de 
- 1 f L~I 
afknott ingspunten ~ = o ; O, 15 en '1; c/(~) is afhanke 1 i jk vc=m de 
steekproefgrootte n 3 als voorbeelden zijn 30) ~0, 50 en 60 
waarnemingen genomen. 
T2bel II 
Verwachting en spreiding van het steekproefgemiddelde bij een 
afgeknotte N(o,1) -verdeling 
afknotting £g C5 { z} t 30 waarn, i+O waarn, 50 waarn. bO waarn. 
0 
- 0,778 0 3 '1101 0,0953 0,0853 0,0?78 
0 3 5 - 0,509 0,'1273 0,1102 0,0986 0,0900 
'1 -· 0,288 0, '14 1m O, '12511· 0.,1122 0,'102L~ 
Was de oorspronkelijke verdeling een N(f16) -verdeling, 
dan wordt de verwachting€x' van het gemiddelde van een steck-
proefX 1 • • • · · -- v' ui t de biJ" ~ afgeknottc verdeling gegeven rl,· 0 " 
. -1> )Cn So · 
·t ~ l:t# (). e~ + g 
,Q ~ ·o - ~ 
waarin ·c ~ de bi j 's = 5 ~ behorende waarde ui t tabel II if,, 
-De spreiding van het steekproefgemiddelde is in dit geval: 
C$\~'\=c5.() {~} 
b. Een afgeknotte onbekende verGelin~ ~2t bekend punt van ar 
lmot t J i.lf,, 
In het bovenbesproken geval is ondersteld dat de oorspron-
kelijke verdeling normaal was met bekende parameters (~ enc5). 
Mogen we nu wel onderstellen dat de oorspronkelijke verdeling 
normaal is, maar kennen we gemiddeldc en spreiding niet 1 dan 
kan het bovenstaande slechts als bena ring ofter ori~ntatie 
dienen, waarbij we voor ~ en~ de ult groot materiaal volgens 
paragraaf 2 geschatte waarden nemen. In verband met het stochas-
tische karakter van deze schattingen zullen we slechts aan sto-
chastische afwijkingen onderhevige schattingen van verwachting 
spreiding ['8 en G{E} vsrkri jgen. Met name is er gevaar dc:1t r1 
spreiding() {8} van het steekproefgemidc1elde onderschat wordt, 
Is ook de onderstelling van normalite1t niet te handhaven, 
dan is er nog een weg om tenminste schattingen voor verwachting 
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en spreiding te verkrijgen. Namelijk door een serie steekpro0-
ven van de gebruikelijke grootte door mjddcl van herhanlde 
loting uit het waarnemingsmateriaal te nemen en uit de serie 
zo verkregen steekproefgemiddelden het gemiddelde en de sprei-
ding te schatten. Deze methode heeft alleen dan een goede kans 
van slagen, indien het waarnemingsmateriaal van niet te kleine 
omvang is. 
Z .. -e ... , lJn L,~ ,.,!{'~ I\ enu x L 
- J bepaald dan kunnen 
gebruikt worderi als controlegrenzen voor toekomstige steek-
proefgemiddelden, waarbij we er echter op moeten letten dRt 
de steekproeven steeds dezelfde omvang dienen te hebben. Is 
de omvang van de steekproeven waarui t-[ ~' en C5{>.-; '} bepaald 
zijn en ism de omvang van de steekproef die we willen contro-
leren1 dan moeten weals grenzen gebruiken: 
4. Bespreking van de vragen (zie paragraaf 1). 
1) Uit paragraaf 2 bleek dat de onderstelling dat de nor-
male waarnemingen normaal verdeeld zijn voor vele stoffen wei-
2 
nig aannemelijk is. Oak voor die stoffen waarvoor de X -aan-
passingstoets geen aanwijzing voor afwiJkingen van normaliteit 
gaf, dient men tech voorzichtig tc zijn met het trekken van 
conclusies hieruitJ in verband met het kleine onderscheidings-
') 
vermogen van de X"'-toets bij een laag aantal vrijheidsgraden. 
Een meer uitgebreid onderzoek zowel wat betreft het aantal 
waarnemingen als het aantal intervallen waarin de waarneminger 
warden ondergebracht is dan ook zeer a □n te bevelen. 
2) In paragraaf 3 1s aangegeven hoe cantrolegrenzen bepaald 
kunnen warden zowel wanneBr wel als wanneer niet narmaliteit 
ondersteld wordt. Deze grenzen kunnen dus dienen als controle 
op de per dag binnenkamende waarnemingen. (D.w.z. een controle 
op bepalingsfouten; hierbij wordt dus ondersteld dat de samen-
stelling van de groep praefpersanen, wat betreft lijders aan de 
verschillende ziekten en gezondenJ niet van dag tot dag sterk 
wisselt.) Zijn er geen andere fautenbronnen aanwezig, dan zal in 
de loop van een lange serie slechts ongeveer 5% van de steek-
proefgemiddelden buiten deze grenzen liggen. Deze 5% is slechts 
een ruwe benadering, daar het steekproefgemiddelde slechts bij 
.. 
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ruwe benadering een normale verdeling zal bezitten. De waarde 
van deze controle-methode t.o.v. de tot nu toe gebruikte (extra 
bepalingen met paardenserum waarin de gehalten der verschillen-
de stoffen bekend zijn) is te onderzoeken door bij een groat 
aantal dagen na te gaan of 11 goede 11 en 11 slechte" dagen volgens 
de oude methode ook corresponderen met daggemiddelden binnen 
resp. buiten de grenzen bij de nieuwe methode. Het aant2l 
waarnemingen dat nodig is per dag voor bovenbeschreven methode 
hangt af van het risico dat de onderzoeker wil lopen om een 
"slechte" dag als "goed" te laten passeren. Hoe groter het 
aantal waarnemingen, hoe nauwer de grenzen, dus des te kleiner 
het risico. Schattingen voor deze aantallen met hun bijbeho-
rend risico zijn zeer moeilijk te berekenen. Ze kunnen vermcr 
delijk beter empirisch bepaald worden, vooral als toch beide 
controle-systemen enige tijd naast elkaar worden toegepast. Ook 
kunnen opzettelijk foutieve proeven (dus met opzettelijk aan-
gebrachte fouten bij de bepaling) hierin een aanwijzing geven. 
3) Bij de beantwoording van deze vraag dienen we goed het 
in de inleiding gemaakte termitiologisch onderscheid tussen nor 
maal en abnormaal enerzijds en ziek en gezond anderzijds voor 
ogen te houden. 
We onderstellen nu dat de gehalten bij gezonden een norm 0 
le verdeling bezitten met de paramet0rs van de afgeknotte ver-
deling der normale waarnemingen (daarbij houden we er dus geen 
rekening mee dat sommige gehaltebepalingen beneden het schei-
dingspunt afkomstig kunnen zijn van zieken). We kunnen dan in 
een tabel van de normale verdeling bij ieder gevonden gehalte 
de kans opzoeken, dat men bij een gezond persoon dit of een 
groter gehalte zal vinden. Op grond hiervan zou het dus moge-
lijk zijn een grens, A, te bepalen welke bij een gegeven kleine 
kans (b.v, 5%) behoort, zodanig dat men proefpersonen met een 
gehalte> A in ieder geval als ziek gaat behandelen. 
De hiermee analoge kans dat men bij een zieke het gevon-
den of een lager gehalte zal vinden kan alleen bepaalde warden 
indien ook de verdeling der gehalten van zieken bekend zou zijn. 
Is deze bekend, dan kan men bij een geBeven kans (welke een 
andere waarde mag hebben dan de boven gebruikte, b.v. 1%), vol-
komen analoog aan grens A, een tweede grens, B, bepalen, zodanig 
dat men proefpersonen mei een gehalte < B als gezond beschouwt. 
De twee zo gevonden grenzen zullen in het algemeen niet 
samenvallen (ze zijn immers volkomen onafhankelijk van elkaar 
bepaald). De twee mogelijke situaties ZJ_jn dus: B > A en B < A 















-1!-J B < A 
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fig. 15 Onderlinge ligging van de grenzen Ben A (zie tekst). 
B> A Dit 221 optr·edenJ indien de V8rdelingen von g0zon-
den en zieken voldoende ver uit elkaar liggen. Door in plants 
van de grenzen A en B ~~n grens tussen beide in te kiezen, wor-
den de boven beschreven kansen nog verkleind en de diagnose 
vereenvoudigd. 
B < A In dit geval ziJn de gehaltebepalingen dus in drie 
groepen verdeeld. Een mogelijke gedragslijn is nu de volgende: 
1) gehaltenS B; de onderzochte pcrsoon wordt als gezond 
beschouwd, daar de kans bij zieken op een gehal te in dl t geb]_cc, 
slechts gering is (1%). 
2) gehal ten 2-. A; deze groep wordt zonder meer als ziek 
beschouwd, daar de kans bij gezonden op een gehalte ~ A eveL • 
eens slechts klein is (5%). 
3) Gehalten tussen B en A; deze groep moet nader onder·• 
zocht warden (nieuwe gehaltebepaling of andere proeven) voor 
de diagnose gesteld kan warden. 
De bovenbeschreven kansen zeggen echter nag niets over de 
kans dat een gevonden gehalte afkomst is van een gezonde. 
Hiervoor zou nl. ook de verhouding van de aantallen gezonden 
en zieken bekend moeten ziJn (ziek en gczond dus bepaald vol-
gens andere criteria dan het al of niet boven een bepaalde 
grens liggen van het desbetreffende gehalte). 
Een opmerking is hierbij nog van groat belang: de verhou-
dingen van de aantallen gezonden en zieken zullen voor de ver-
schillende onderzoekcentra sterk uiteen kunnen lopen. De in 66n 
centrumJ op grond van een daar gevonden \erhoudtng., bepac1lde 
"kans op gezond" bij een bepa2ld gehc1ltc, zou dan ook slechts 
voor dit centrum geldig zijn. 
Bovendien zou er rekening gehouden moeten warden met een 
mogelijke verschuiving van deze verhouding in de loop van zeke-
" 
re tijd bij elk centrum van onderzoek, Het is daarom vermoe-
delijk beter deze kwestie te laten rusten en het boven bcschre-
ven diagnoseschema, voor zover dat voor realisering vatba2r is, 
te gebruiken. 
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Sta ti st i sche Afde ling. 
S47 ( M6) 
Algemene ga_ng van zak~n bij het toetsen van een l) 
hypothese. 
De toetsing van een hypothese ~ berust steeds op een aan-
tal waarnemingen -11 , .xz , ••• , ~ van een of meer st ochast ische 
gr0otheden2 ), of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee 
steekproeven). 
Bij een toets behoort een toetsingsgroothe~d ~ (soms meer 
dan een), die een functie is van bovengen'oemde stochastische 
grootheden en die, voor de waargenomen waarden ~ ; ~ , •.. , ~.,, 
een w~arde aanneemt, die berekend kan warden (bv.: het gemid-
delde der waarnemingen, of de spreiding, of het verschil van 
de gemiddelden van twee waarnemingen). 
De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekozen, dat men, op 
grond van de onderstelling, dat~ juist is, de waarschijnlijk- . , 
heidsverdeling van deze grootheid kan berekenen. 
Vervolgens kiest men een verzameling Z van mogelijke uit-
komsten van~ , en wel op zodanige wijze, dat de kans, dat !:! 
een in Z gelegen waarde aanneemt, onder de hypothese c:-Yzf, gelijk 
is aan een &egeven get al cl , zodat Z dus van~ afhankelijk is 3 ! 
Z heet de kritieke ___ ztn~ van de toets, a de .Qnbetromwaarheids-
drempel (Engels~ level of significance)~ Voor ol neemt men 
veelal de waarde 0,05 of 0,01. 
Men verwerpt nu <t-1{, op grond van de waarne mingen .z;, , _,z:l., , 
..• , ~ , indien de bij deze waarnemingen behorende waarde 
van~ in Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen, 
dat het resul taat van het experiment "significant" is. De waar-
de van d moet dan echter warden vermeld. De kans, dat dit zal 
gebeuren, is, indien dtt: juist is, gelijk aan. at. Derhalve is 
~ de kans op ten onrechte verwerping van de juiste hypothese, 
eek de kans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien 
rren deze method~ toepast, met ct= C·,05 resp. 0,01, zal men in 
gemiddeld ongeveer een op 20 resp. op 100 van de gevallen, 
waarin de hypoth~se die men toetst juist is, deze toch verwerpcn. 
----------------, 
1) Di t memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft 
niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
2) Een stochastische grootheid is een grootheid 9 die een 
waarschijnlijkheidsverdeling bezit~ of, anders gezegd 9 een groot-
heid, die voor cle elementen van een collectie(universum91;20:Qula-
tie) gedefinieerd is en daarop a llerle i waarden aanneemt. Sto-




De toetsingstheorie biedt in het algemeen geen moge lijk·-
heid om tot aanvaa~ding van een hypothese te komen. Indien 
een bepaalde hypothese #t; niet verworpen kan worden, is dit 
gewoonlijk met een hele verzameling van hypothesen togelijk 
het geval. Niet-verwerpen staat dus niet ~elijk met aanvaarden. 
Wel zal men vaak in de loop van een statistischo analyse 
bepaalde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de 
verdere analyse van nut zijn, toetsen, alvorens ze bij de 
verdere bewerking van het materiaal te gebruiken. Worden zij 
dan op grand van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo 
verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat een 
grate afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt. 
Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarloost 
men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte, 
die echter niet zo groat zijn, dat zij door de toets zijn 
ontdekt. 
Ve le toetsen gelden ze lf alle en onder be paalde onderst e 1-
lingen omtrent de waarschijnlijkheidsverdelingen der stochas-
tische grootheden, waarvan waarnemingen zijn verrioht. Deze 
nevenvoorwaarden dienen steeds uitdrukkelijt-1 te warden ver-
meld en, zo mogelijk, zelf te warden getoetst. 
In plaats van de onbetrouwbaarheidsdrempelOC wordt vaak 
bij de uitslag van een toetsing de overschrijdingskans '-fe·· D?-
gegeven; dit is de kleinste waarde van ct , waarbij in het 
betrokken geval, nog tot verwerping van&: zou zijn overgegaan; 
anders gezegd~ de kleinste c>l , wa1-rvoor de gevonden waarde 
der toetsingsgrootheid nog juist in de (bij .x. behorende) 
kritieke z~ne Z ligt. Wordt dus de waarde _..J o~gg_geven en 
werkt men met onbetrouwpaarh~idsdrempel _a ._,._dan wordt 
verworpen, indien ---4 ~ 0& is. 
Voor het onderscheid tussen een- en tweezijdige toetsing 
en de keuze tussen deze twee mogelijkheden vergelijke men bv. 
de tweede hieronder gegeven litteratuurplaats. Wij moeten hier 
volstaan met de opmerking, dat eenzijdige toetsing veelal 
ef3rder tot verwerping van e:,'/,(leidt, rnaar dat deze slechts ~•n-
der bijzondere omstandigheden kan warden toegepast. 
• I • 
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Statistische Afdeling 
S47 (M12) 
2 De X --- toets voor aanpassing 1) 
2 De X - toets voor aan:passing dient voor het toetsen van de 
hypothese ~ , dat een stelsel waarden ..x,..,t~,---,-!,. een steek-
proef is uit een continue waarschijnlijkheidsverdeling met 
verdelingsdichtheid /::t=). Hierbij wordt een grootheid X 2 
waarvan de verdelingsfunctie bekend is1- als toetsingsgroot-
heid gebruikt. 
De verdelingsfunctie van .z 2 wordt nog nader gekarakterisee-rd 
door een grootheid Y welke het aantal vrijheidsgraden van 
X 2 aangeeft. De grootte van X 2. en het get al v word en op de 
volgende wijze bepaald: 
Wanneer /tx.J de onderstelde verdolinAAngsdichtheid is 
I (:fig. l) 
a. 
c?f-/ fig .1 
wordt het interval [ a, .i J in /( stukken verdee ld, zodanig 
dat boven ieder interval [ ~. }-+,] een oppervL3.k /;- ligt 
(j;: 1,. - . , I() Daar het gehele oppervlak ond.er de kromme 
de totale wai.rschijnlijkheidsmassa voorstelt, dus gelijk aan 
1 is, geldt de betrekking }>,-t-,P2 -+ ----·- -+;:11r-= .t 
Bestaat nu de steekproef ui t n waarnemingen x~,x~; ..... •) ~ 
dan zal men onder de hypothese c~ in het algemeen verwachte11t 
dat ongeveer nA- van de ,n steekproef-wa:a.rnemingen in het 
interval f '}- , ~-.,.,.] komen te liggen. Is het ~rkelijke 
aantal waarnemingen uit de steekproef, dat in het interval 
[~-l °,f-1,] valt ,.,.. (dus ,~ wa:,,rden in [a1 , C72 J etc.) 
dan worfiVals volgt gedefinieerd: . 
Xz.= &,t,J :,..n,o;) "--t- (m~ - ~,P.a): ... -.. • •. •· -+- (nlf' - ,-n_p,. i 
'/1 41/J2, ."11-_faK 
-------
1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft 
niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
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Deze X 2 is een maat voor de afwijking van de werkelijke 
verdelingsdichtheid van x van de onderstelde verdelingsdicht-
heid /(x) . Is de werkelijl-<:e verdelingsdichtheid van X inderdaad 
gelijk aan /(.x) zoals volgens $,, onders.teld wordt., dan zal X.z 
in het algemeen klein zijn; is de verdelingsdlchtheid echter ver--
schillend van /{x), dan worden grote waarden van ;(.2 waarschijn-
lijker dan het geval is, als Jt; juist is. De kritieke z6ne voor 
/.2 y.2 -v,<, deze toets geeft men daarom de gedaante;t >/~o, waarbij /l-o 
correspondeert met een onbetrouwbaarheidsdrempel o<'.en uit tabel-
len voor de ;t'~-verdeling opgezocht kan worden, waarbij rekening 
gehouden moet worden met het in de tabellen aangegeven: 
Aantal vrijheldsgraden Y. Dit getal wordt als volgt bepaald: 
zijn er A par,ameters van /(x) (b. v. het gemiddelde, de spreiding 
e, d,) ui t de s teekproef bepaald, dan is )) = i--l-1, waarin / het 
aantal intervallen /a/, ct_;·n] ( zie boven) is. Is f .x,J van te-
voren geheel gespecificeerd, dan is dus JI:= -i -.I. 
Voorbeelden: bij toetsing op bovenstaande wijze van de hypothe-
se, dat de s teekproef x 1 , ... . , ~ ui t een normale verdeling ( 11 ver-
deling van Gauss 11 ) afkomstig is, worden gemiddelde en spreiding 
van de steekproef gebruikt om /{x) te bepalen, Door gemiddelde 
en spreiding is de normale verdeling geheel bepaald, Dan is dus 
JI== J -3 . Wenst men echter de hypothese te toetsen, dat de steek--
proef afkomstig is uit een volledig gegeven normale verdeling, 
waarbij dus gemiddelde en spreiding ook gegeven zijn, dan behoe-
ven deze parameters niet ult de steekproef geschat te worden en 
is )) = _, - .I . 
Opm. In de practijk worden de getallen p1 ,ph 1 ••. p~ meestal even 
groot gekozen, dus alle gelijk j . Het aantal delen ,{ laat men 
bovendien nog afhangen van het aantal waarnemingen, waaruit de 
steekproef bestaat. De benadering, die bij het toepassen van de 
/i -toets gebruikt wordt, is alleen dan behoorlijk indien het aan 
tal-/ zodanig gekozen wordt, dat het verwachte aantal waarden 
in de intervallen /a/, "i,,_ 1] d, i ,//Z./} niet al te klein is, b. v. 
:::: '10 0 
Litteratuur: 
M.G.Kendall, The advanced Theory of Statistics 
London 1941, Deel l hfdst, '12, 
